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Abstract 

In this article an interpretation and a proof of some classical 
theorems in analysis on the integration of analytic vectors fields are de- 
rived from the algebraic method of realization of bialgebras which are 
constructed with the data of a linear application from a coalgebra into 
the algebra of right (or left) invariant operators on an approximated 
coalgebra [3| , [I] , [5| . The results are obtained from these general alge- 
braic construction and theorems by introducing the more restrictive 
notion of induced module. Then the associated envelopping bialgebra 
is defined and naturally belongs to the dual of the tensor algebra over 
the approximated coalgebra . 

An interesting technical contribution is due to the "coproduct", or 
coproducts given by the approximated coalgebra, in the classical case 
of vectors fields at least. 
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1 Introduction . 

Dans les articles precedents 0,0 une methode purement algebrique de 
realisation de bigebres est presentee dans un cadre plutot general , et en suite 
un theoreme de dualite est demontre sous des hypotheses plus restrictives, 
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adaptees a la realisation de bigebres telles que par exemple les generalisations 
bien connues de l'algebre enveloppante d'une algebre de Lie de dimension finie 
[2]. Cet article a pour but de montrer comment l'on peut definir, construire, 
et utiliser l'algebre enveloppante des champs de vecteurs sur C p , et son dual, 
et retrouver la theorie de Cauchy pour l'integration des champs de vecteurs 
analytiques sur C p , a partir de la methode generale de realisation de bigebres 
et du theoreme de dualite. En particulier on utilisera la notion de cogebre 
approchee: F a , dual restreint de limites inductives particulieres d'algebres 
de dimensions finies, ainsi que la notion d'operateurs invariants a droite, ou 
a gauche, sur l'algebre tensorielle T(F a ) construite sur F a , notions et outils 
introduits dans la version revisee jl] (plus algebrique). 

La partie theorique de cet article est restreinte a l'introduction du probleme 
interessant de l'induction de relations sur un module algebrique de T(F a ) 
pour Faction d'une classe d'operateurs invariants a gauche (paragraphe2). 
Cette approche generale permettra d'interpreter une classe d'operateurs in- 
variants a gauche comme champs de vecteurs sur un module algebrique que 
les relations induites rendent alors homeomorphe a l'algebre des fonctions 
polynomiales sur C p (paragraphe 3 ); la partie technique est detaillee, dans 
ce cadre plutot general , pour le theoreme d'existence concernant l'integration 
des champs de vecteurs analytiques, l'interpretation, et l'utilisation du co- 
produit sur la cogebre approchee F a . 

En ce qui concerne la discussion theorique sur les modules induits et la 
construction de modules particuliers admettant une notion de champs de 
vecteurs non triviale, on a ete amene a supposer des hypotheses fortes sur la 
structure de leurs relations . 

2 Cogebre approchee, operateurs invariants a 

droite sur son algebre tensorielle, et realisations 
de bigebres. 

2.1 Cogebres approchees adaptees a la realisation des 
champs de vecteurs sur C p . 

Soit V l'espace vectoriel C NP , les matrices elementaires sur cet espace vecto- 
riel serons notees E™ ou n = (rii,n 2 , .., n p ) et m = (mi, m 2 , .., m p ), sont des 
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multi-indices a p composantes. Sur l'espace vectoriel de ces matrices on a une 
structure d'algebre et on appelle E la limite inductive obtenue par les injec- 
tions des sous espaces vectoriels c(o,m)x(o,n 2 )x..x(o,n p ) dans c(o,mi)x(o,m 2 )x..x(o, mp ) 
lorsque rii < mi pour tout i G (1,2, ..,p). 

Le dual restreint de cette limite inductive particuliere d'algebres est muni 
d'une structure de cogebre approchee [2] ; en particulier une cogebre ap- 
prochee est aussi , comme espace vectoriel, une limite inductive de cogebres 
de dimensions finies ; on note cette cogebre approchee par F a et ses elements: 
f™, n et m etant des multi-indices a p elements . Le coproduit a priori formel 
est defini par : 

Dans ce qui suit on notera les multi-indices a p elements , n et on designera 
par |n| = sup ig(1> p) n* . 

Definition 2.1 Operateurs invariants a droite ou a gauche reguliers, sur la 
cogebre approchee F a . 

Un operateur O r ou matrice d'elements O™ est dit regulier si et seulement si 
il existe c G iV tel que O™ = quand \n — m\ > c. 

Les operateurs invariants a droite, resp. invariants a gauche reguliers, sont 
les operateurs dans End(F a ) obtenus par des operateurs reguliers de la fagon 
suivante : x G Invd,r(F a ) : 

k 

et x G Invg, r(F a ) : 

k 

Le fait de ne considerer que des contractions du coproduit par des operateurs 
reguliers ramene les sommations a priori infinies a des sommations finies . 
Remarquons que la cogebre approchee F a est bien munie d'une counite (a 
droite et a gauche): ep a , correspondant aux contractions du coproduit formel 
par l'operateur identite. 

Pour introduire la notion de champs de vecteurs , dans un cadre general, 
on aura besoin d'induire des relations sur un sous module de T(F a ) par 
des choix particuliers; pour cela, de meme que pour etudier partiellement 
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l'algebre enveloppante associee au champs de vecteurs sur C p on aura besoin 
des deux theoremes generaux suivants qui sont essentiellement exposes de 
maniere algebrique dans un cadre non co-commutatif, dans les articles [3], 
[3], [5] . Le theoreme 2.1 suivant est en fait une legere extension du theoreme 
correspondant de [I] parce qu'ici on utilise les operateurs invariants a droite 
construits avec des operateurs reguliers. D'autre part on utilise implicitement 
l'algebre tensorielle construite sur une limite inductive : voir pQ. 

2.2 Realisation de bigebres. 

Definition 2.2 Une cogebre L est un espace vectoriel muni d'un coproduit 
Al coassociatif et d'une counite ( d droite et a gauche ). 

Theoreme 2.1 Soit une application lineaire x : L — > Invd,r(F a ) de la 
cogebre L dans les operateurs invariants a droite reguliers sur la cogebre 
approchee F a . Alors: 

A) II existe une unique application linaire 

X:L^ Invd(T(F a )) C End(T(F a )), 

qui verifie : 

1) X{l){l) = e L {l)A,pourleT{F a ) ; 

2) X(l)(f)=x(l){f),VfeF a ; 

3) pour toutw 1 ,w 2 G T(F a ) , X(l)(w 1 .w 2 ) = Y J k X {Q{wi)-X(ll)(w 2 ), 
ou Ax(0 = £*Jfc®& 

4) pour tout n>0, X(l) : ® n F a -> ® n F a 

5) les operateurs X(l) sont des operateurs invariants a droite sur l'algebre 
tensorielle T(F a ). 

B) L'algebre U x C End(T(F a )) engendree par les operateurs X {I) et I'identite 
est munie d'une unique structure de bigebre U x (Al,€l), ou 

Al '■ U x — >• U X ®U X etend par morphisme d'algebres le coproduit defini sur les 
generateurs: A L (X(l)) = J2kX(l k ) <&X(l k ) , Aid = id® id, et ou la counite 
el est le morphime d'algebres verifiant : e^id) = 1, 6l(X(1)) = €l(1) ■ 

Remarquel) Le theoreme est ennonce pour les operateurs invariants a droite, 
mais reste valable pour les operateurs invariants a gauche puisque pour s'y 
ramener il suffit de considerer la cogebre approchee opposee de la cogebre 
approchee F a . 
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remarque 2) Le theoreme ci-dessus est general, puisqu'il n'y a pas de restric- 
tions sur la cogebre L, ni sur la forme particuliere des operateurs invariants a 
droite reguliers x(l) . Pour introduire dans ce cadre l'algebre enveloppante as- 
sociee aux champs de vecteurs sur C p , la cogebre L sera choisie comme etant 
une cogebre de Leibnitz, c'est a dire le dual d'une algebre K possedant une 
unite k et des elements h L verifiant: h L .kj = pour i et j ^ 0. De plus pour 
pouvoir parler de champs de vecteurs sur C p il nous faudra induire (grace au 
theoreme de dualite, et aux caracterisations des relations qu'il fournit), par 
le choix des operateurs des relations sur un sous module commun de 

T(F a ) telles, qu'il soit isomorphe a l'algebre des fonctions polynomiales sur 
C p . 

On verra Interpretation et l'utilite du coproduit sur la cogebre approchee 
F a . Pour cela, ainsi que pour rester dans le cadre plus generate d'algebres en- 
veloppante non co-commutatives on aura besoin du theoreme de dualite dont 
nous allons decrire le role et donner 1' ennonce dans le paragraphe suivant . 

2.3 Theoreme de dualite . 

Definition 2.3 Une cogebre de type fini est une cogebre telle que tout sous 
espace vectoriel de dimension fini soit contenu dans une sous cogebre de di- 
mension finie. 

Soit x : L — > Invd,r(F a ), une application lineaire d'une cogebre de type fini 
dans les operateurs invariants a droite reguliers sur la cogebre approchee F a , 
et X(l) les operateurs invariants a droite agissant sur T(F a ), 

X(l) G Invd(T(F a )) C End(T(F a )) , 

donnes par le theoreme 2.1, et U x (Al, el) la bigebre engendree par les operateurs 
X(l) et Pidentite dans Invd(T(F a )). 

Cette construction nous donne done une representation de l'algebre T(L) sur 
T(F a ) : un morphime ir x : T(L) — > Invd(T(F a )); de plus cette representation 
est une action de la bigebre libre T(L) sur l'algebre T(F a ) c'est a dire: 
w G T(L) , et z±, z 2 G T(F a ) nous avons : 

n x ( y w)( y z 1 .z 2 ) = Y J Kx(w' k )(z l ).n x {w" k )(z 2 ) , A L (w) = Y. w 'k® w l ■ 

k k 

Par definition une relation de l'algebre U x est un element w de l'algebre T(L) 
tel que n x (w) = G U x C End(T(F a )) . 
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Etant donnee l'application lineaire x : L — > Invd,r(F a ), d'une cogebre de 
type fini dans les operateurs invariants a droite reguliers sur la cogebre ap- 
prochee F a , nous allons etudier grace au theoreme de dualite la structure 
des relations induites sur T(F a ) par la donnee de cette application x et plus 
precisemment, les relations induites sur un module algebrique. 

Definition 2.4 Les modules algebriques de F a pour I'action des operateurs 
invariants a droite sont fournis par les vecteurs colonnes de la cogebre ap- 
prochee f^, m etant fixe; pour I'action des operateurs invariants a gauche 
les modules algebriques etant les vecteurs lignes . 

Remarque Dans cet article on se limitera dans la pratique aux seules 
cogebres approchees decrites plus haut, c.a.d : F a = {f™, n,m e N p ), p 
etant fixe; cette restriction est en fait inutile puisque pour p arbitraire les 
elements font eux memes partie du dual restreint d'une double limite induc- 
tives d'algebres de dimensions finies avec unites. De plus il faut mention- 
ner la stabilite par somme directe et produit tensoriel des limites inductives 
particulieres d'algebres dont une restriction du dual definissent les cogebres 
approchees; on a done la meme stabilite pour les cogebres approchees. 

Pour introduire le role du theoreme de dualite dans le probleme de l'induction 

de relations interessantes sur un module algebrique d'une cogebre approchee 

F a , considerons done la donnee generate d'une application lineaire 

x : L — > Invg,r(F a ), ou L est une cogebre de type finie et U x (Al,€l) la 

bigebre contruite par le theoreme [2.1] et n x : T(L) — > U x C Invg(T(F a )) le 

morphisme de bigebres alors defini. Soit L , une sous cogebre de dimension 

finie de L; la restriction de a; a la sous cogebre L , nous donne une application 

x : L -> Invg,r(F a ). 

Par definition pour I G L nous avons : 

Ml)(fn)=Efr-fn(O r (l)) . 
k 

Considerons done l'application: x 0tt : I — > O r (l); par transposition on obtient 
une application : y : F a — > K , ou K est l'algebre duale de la cogebre L . 
La restriction de cette application a toute cogebre de dimension finie de la 
forme: 
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{fT > \ n \> \ m \ — l) es ^ bien definie . Mais pour comprendre la nature des rela- 
tions accessibles sur T(F a ) il nous faudra utiliser le theoreme de dualite, voir 
[2], suivant qui d'ailleurs ne s'applique pas directement meme pour l'etude 
des relations entre les seuls elements f™ , \n\, \m\ < q. 

La version du theoreme de dualite suivant, concernant les applications lineaires 
d'une cogebre de dimension finie dans les operateurs invariants a gauche sur 
une cogebre de dimension finie, reste valable, puisque les operateurs invari- 
ants a gauche sont des operateurs invariants a droite sur la cogebre opposee: 
F op opposee a F. 

Theoreme 2.2 (Theoreme de Dualite .) Soient K et E deux algebres 
associatives de dimensions finies, avec unites et L et F les cogebres duales. 
Soit une application lineairex : L — > Invd(F) ety : F —>■ Invd(L) V application 
obtenue par transposition de V application x. Soient tt x et ir y les mophismes 
de bigebres associes: 

n x : T(L) -> U X (A L , e L ) C Invd(T(F)) ,etn y : T(F) -> V y (A F , e F ) C Invd(T(L)) . 
Alors: 

A) pour tout w G T(L) et tout z G T(F)nous avons: 

e F o 7r x (w)(z) =e L o ■K y (T(z))(T{w)). 

ou t est Vanti-automorphisme d'algebre tensorielle correspondant au ren- 
versement de I'ordre des tenseurs . 

B) Un element w G T(L) est une relation dans U x si et seulement si : 

tt x (w)(z) =0, V^GT(F) , 

ou 

e F oir x {w){z)=0, VzeT(F) , 

ou 

e L oir v (z)( T (w)) = a, V^GT(F) . 

C) Un element z G T(F) est une relation dans V y si et seulement si: 

ir y (z)(w) = 0, Ww G T(L) , 

ou 

£l ° 7T y (z)(w) = 0, VwG T(L) , 

ou 

e F o Ti x {w){r(z)) = 0, Vu> G T{L) . 
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2.4 Dualite entre les bigebres realisees U x (Al, t£) et 

V y °P(A F ,e F ). 

Definition 2.5 La dualite canonique entre un operateur invariant a droite 
ou a gauche a, agissant sur une cogebre C est < a,c >= e c ° a(c), c G C . 

Pour deux cogebres de dimensions finies, quand une application lineaire x 
d'une cogebre L dans les operateurs invariants a droite sur une cogebre F 
est donnee , l'application transposed est done du meme type et done Ton 
construit les bigebres U x et V y ; pour tout u G U x , u est contruit par la 
donnee d'une classe d'equivalence w G T(L)/I X et u = n x (w); le coproduit 
Al est bien defini par morphisme d'algebres. De plus dans [3] il est montre 
que Fideal I x est aussi un coideal, (reunion de coideaux de dimensions finies, 
qui sont explicitement decrits). II en est de meme pour la bigebre V y = 
7T y (T(F)) C Invd(T(L)); les classes d'equivalence donnant les elements v G 
V y , sont aussi definies part un ideal I y C T(F) qui est aussi un coideal, et 
r(I y ) = I° p , est done, aussi un coideal pour le meme coproduit Ap, ou le 
coproduit oppose A'p .On note V° p (A F ,eF) la bigebre quotient: T(F)/I° P . 

a) C'est une bigebre realisee : V° P (A F , e F ) = ir y o r(T(F)). 

b) Soit un element v op G T(F)/I° P = V y op et un element u G U x ; 

< u,Iy P >=< ir y (Iy),T(w) >= 0, et le couplage < u } v op > entre U x et V° p 
est bien defini ; il est non degenere. En effet pour u ^ il existe z G T(F) 
tel que e F o ir x (u)(z) ^ 0; les elements de V op etant de la forme t(z + I y ) on 
a: < u, t(tz + I y ) >^ 0. 

De meme si z ^ G T(F)/I° P , 7!- y (r(z)) ^ 0, et il existe u G U x tel que 

< u, z >^ 0. 

Par construction dans le cas des bigebres U x et V° p , Ton a : 

<u,z 1 .z 2 > = J2< M l' z i> ■< U ki Z 2 >, (!) 

<Wl.« 2 ,^> = < U 2,4 > ■ < Ut,Z k > . (2) 

II suffit de demontrer (2) .D'apres le theoreme de dualite et les faits que eu, 
et Ay , sont des morphismes d'algebres Ton a : 

< ux.u 2 , z >= e v o TT y (r(z))(r{u2).r(ui)) 

= Efce^o7r y (r(4))(T(«2)).eu0 7r 1/ (r(zfc))(r(« 1 )) ; 

ce qui donne le resultat en utilisant a nouveau la dualite. 

Les theoremes ci-dessus ainsi que les notations sont largement suffisants 
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pour l'exposition de la construction de l'algebre enveloppante des champs 
de vecteurs sur C p et de son dual, ainsi que pour demontrer et interpreter 
l'integration de ceux-ci . 

Mais pour motiver les restrictions que nous allons devoir apporter a la donnee 
x : L — > Invg,r(F a ), pour avoir une definition de la notion de champs de 
vecteurs associes a un module induit dans un cadre plus general, nous pour- 
suivons l'exposition du probleme de l'etude des relations sur T(F a ) induites 
par la donnee d'une application lineaire x d'une cogebre L dans Invg,r(F a ). 

2.5 Induction de relations sur un module algebrique 
et notion de champs de vecteurs. 

Soit x : L — > Invg,r(F a ), une application lineaire d'une cogebre de type fini 
dans les operateurs invariants a gauche reguliers sur la cogebre approchee F a , 
et soient X{1) les operateurs invariants a gauche agissant sur T(F a ), 

X{1) G Invg(T(F a )) C End(T(F a )) , 

donnes par le theoreme 2.1 , et U x (Al,€l) la bigebre engendree par les 
operateurs X(l) et l'identite dans Invg(T(F a )). On rappelle que ces operateurs 
peuvent etre consideres comme des operateurs invariants a droite x(l) G 
Invd,r(F a (Af)) et respectivement X(l) e Invd(T(F a (A%))). 

Cette construction nous a donne done une representation de l'algebre T(L) 
sur T(F a ) et le morphime ir x : T(L) — > Invd(T(F a (A°p))) nous a donne une 
representation qui est une action de la bigebre libre T(L) sur l'algebre T(F a ): 
w G T(L) , et z±, z-i G T(F a ) nous avons: 

TT x (w)(z 1 .Z 2 ) =J2 7r x(w' k )(z 1 ).TT x (wl)(z 2 ) , OU A L (w) = ^ w' k ® W k . 

k k 

Par definition une relation de l'algebre U x est un element w de l'algebre T(L) 
tel que n x (w) = G U x C End{T{F a )) . 

Le probleme est maintenant de munir un module algebrique de F a de re- 
lations accessibles. 

Un module algebrique de F a pour Taction des operateurs invariants a gauche 
est obtenu par un vecteur ligne de la cogebre approchee f™, m etant fixe . 
Soient L , une cogebre de dimension finie et x une application lineaire 
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x : L -> Invg,r(F a ). 

Par definition pour / G L nous avons : 

^o(0(/„ m ) = E/r/n(o(o). 

k 

Soit l'application: xo,t : Z — > O(Z); par transposition on obtient une applica- 
tion : y : F a — > if 0) ou -Ko est l'algebre duale de la cogebre L . 

La definition d'une relation dans T(F a ) est la suivante. 
Definition 2.6 z G T(F a ) est une relation si et seulement si 

e F a ° ^(w)^) = , VwG T(L ) 

Mais ce type de relations, n'est pas accessible et interessant directement ; 
pour cela il faut restreindre la donnee de l'application lineaire 
x : L -> Invg,r(F a ) . 

Definition 2.7 Module induit. On dira qu'une application lineaire 
Xq : Lq — > Invg,r(F a ) , Lq etant une cogebre de dimension finie, induit sur 
un module algebrique une structure d'algebre si et seulement si, il existe 
une suite strictement croissante (q a ) a G telle que les operateurs x (L ) 
laissent les cogebres F qa invariantes pour tout a , ou F q designe la cogebre 
Un , \ m \ < 1 , \n\<q) avec \n\ = sup iG(li . -iP) n { . 

Dans ce cas les relations dans T(F a ) sont accessibles par le theoreme de 
dualite par l'intermediaire des relations entre les elements d'une cogebre F qa . 
En particulier les relations entre les elements d'un module algebrique seront 
done accessibles; d'autre part ce sont les seules qui seront bien preservees 
par definition dans la notion suivante de bigebre enveloppante associee a un 
module induit. 

Definition 2.8 (Bigebre enveloppante associee a un module induit.) 

Une application lineaire x : L — > Invg,r(F a (A F )) etant donnee, satis- 
faisant les conditions ci-dessus, soit M k un module algebrique de F a , fixe, 
pour V action des operateurs invariants a gauche , et I'ideal : I yo ,M k , associe 
par la construction precedente dans T(M^) C T(F a ) ; on appellera bigebre 
enveloppante de ce module induit Mk, yo , la reunion de toutes les bigebres 
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U X/3 , construites a partir de la donnee d'une cogebre Lp et d'une application 
xp : Lp — > Invg, r(F a (A F )), telles que I'action de la bigebre U X/3 surT(F a ) 
laisse I'ideal I yo ,M k invariant . 

Nous allons pour conclure ce paragraphe theorique decrire des proprieties 
suffisantes, sur la structure des relations d'un module induit qui permet- 
tent de preciser les conditions pour construire des applications xp : Lp — > 
Invg,r(F a ), telles que les operateurs Xp(l) preservent les relations du mod- 
ule induit . 

2.6 Une condition sufiisante pour qu'un module induit 
admette des champs de vecteurs . 

Soit la donnee d'une application lineaire Xo d'une cogebre L de dimen- 
sion finie dans les operateurs invariants a gauche sur la cogebre approchee 
(F™ , n,m e N p ), satisfaisant aux conditions de la definition 2.7 . On 
designera cette cogebre approchee par F a (Ap) , et on considere le module 
algebrique 

M =(f° a ,neNP , o = (0,.,0)eiVP). 
La donnee x : L — > Invg,r(F a ) definit, 

a) les operateurs x (l)(f™) = E k fk-fZ(O r (l)) E Invg,r{F a ) 

b) les operateurs X{1) e U xo (A Lo , €l ); 

c) I'ideal des relations associees au module induit : M OtV0 = T(M )/ I y0t M o - 

Dans la cogebre L soit le sous espace vectoriel L° , L° = here le noyau 
de la counite . On suppose de plus: L Q = L 1 © L° avec L 1 sous cogebre de 
L et que x (l)(f°) — €L (l).f° , I G L de sorte que f° soit identifie a l'unite 
du module induit . 

L'approche naturelle de la construction d'applications xp intervenant dans 
la definition de l'algebre enveloppante d'un module induit consiste dans la 
construction d'applications lineaires 

(3:L ^ Hom(M ,T(M o )) . 

Soit l'application xp : 

xp : L — > Hom(M ,T(M )) definie par: 

xp(L l ) = xq(L 1 ), et V/ G L° , ^(Z) = (3(1) . 
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D'apres le Lemme 2.1 de [3] il existe une application lineaire unique X : 

L — > End(T(M )) qui satisfasse : 

a) 

X(/)(l) = e(/).l, 1GT(M D ), 

b) 

X{l){M )=x p {l){M o ) 

c) 

X(l)( mi .m 2 ) = ^X(4)(ma).X(4)(m 2 ) , mi , m 2 G T(M D ) . 
fc 

D' autre part considerons l'espace vectoriel V de dimension p : 

V = (/(°1,0..0)' /(°o,i,o.-,o)' ••' /(°o,..,i)) 

Notons ces elements fa , i G (1,2, . Soit T(y) C T(M G ) et supposons 
qu'il existe un sous espace vectoriel de T(V) C T(M G ) que Ton prendra pour 
simplifier engendre par les vecteurs de la forme : 

(/i) ni ®..®(/ P ) np = r 

et supposons qu'ils verifient : 

A) ces elements sont lineairement independants modulo I yo ,M ] 

B) c'est un systeme de generateurs pour T(M Q ) modulo I Vo ,m \ 

C) tout element de cet espace vectoriel : 

neNP 

ou les coefficients sont presque tous nuls, est dans M Q modulo I Vo ,m ■ 

Sous ces hypotheses A,B,C sur l'ideal I y0 ,M o l a donnee d'une application : 
(3 : L° — > Hom(V,T(V)) permet de definir une application lineaire xp : 
L — > Invg,r(M ) C Invg,r(F a ) telle que les operateurs Xp(l) , I G L , 
alors construits preservent l'ideal / y0 ,M o • 

Remarque : L'hypothese B) est evidemment forte mais peut etre legerement 
affaiblie. 

Ce type de construction n'est evidemment pas necessaire dans le cas des 
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champs de vecteurs sur C p , parce que Ton dispose de formules combina- 
toires elementaires qui permettent d'utiliser directement le theoreme 2.2 et 
la definition 2.6 . 

Par contre l'interet reside dans la dualite canonique qui existe alors entre 
l'algebre enveloppante du module induit et T(F a ) et done aussi T(M G ), ce 
qui va nous permettre de demontrer des theoremes d'existence et de les in- 
terpreter comme etant les theoremes de Cauchy d'integration des champs de 
vecteurs. La cogebre approchee jouant ici un role de "cogebre" universelle; 
en particulier le role de son "coproduit" est essentiel et, donne ainsi dans ce 
cas precis une interpretation et une demonstation purement algebrique des 
theoremes d'integration des champs de vecteurs. 

La raison essentielle pour laquelle la partie theorique de cet article a ete de- 
veloppee dans une optique non co-commutative, reside dans les faits que le 
theoreme de dualite, associe a la methode de realisation de bigebres a par- 
tir de la donnee d'une application lineaire d'une cogebre L a valeurs dans 
les operateurs invariants a droite (ou a gauche ) sur une cogebre appochee 
sont essentiellement des theoremes generaux d'algebre 0, |31, , mais qui 
permettent de donner dans ce cadre une interpretation et une demonstration 
des theoremes d'integration des champs de vecteurs sur C p ; la structure de 
cogebre approchee F a est essentielle pour ce qui concerne l'existence, et la 
dualite pour ce qui concerne Interpretation. 

3 Algebre enveloppante et dual definis par les 
champs de vecteurs sur C p et leur integration. 

3.1 Module induit M 0M . 

Soit la cogebre approchee F a = (f™ , m,n G N p ) , et le module algebrique 
M Q = (f° , o — (0..0),n G N p ). On veux induire a partir de l'application 
lineaire xo : L Q — > Invg, r(F a ) ou L Q est la cogebre de Leibnitz de dimension 
p+ 1 , lo, h, --J P , A/ = lo®lo , Ali = l g) U + U ® l , i ^ et par le choix 
des operateurs Xo(l) G Invg,r(F a ) la structure d'algebre commutative sur le 
module M verifiant les relations : f°® fm = fn+m- 
Notations: 

Soit n G iV on designera par i{n) G N p l'elements (0, ..0,n, 0, ..,0) , n etant 
situe , a la ieme place. 
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Considerons l'application 

XoM = E n -^( ( n) _1) • 

Les operateurs invariants a gauche reguliers sur F a , xo(h) transforment : 

X (!M) =Wi/n-i(l) 

x (/o) = ^ • 

Proposition 3.1 L'application xq : Lq — > Invg,r(F a ) ci-dessus est I 'unique 
application x definie sur la cogebre de Leibnitz qui induisent les relations : 

J n ^ J m J m+n 

et qui satisfasse sur les generateurs: Xo(li)f° = et £o(^)/j(i) = $(hj)-fo 
pour i > . 

Demonstration. Soient les operateurs invariants a gauche = donnes 
par le theoreme 2.1; ils agissent sur T(F a ) comme derivations et il est facile 
de montrer qu'ils commuttent entre eux. Dans notre cas (theoreme 2.2.C) la 
cogebre L etant co-commutative, la structure induite sur T(F a ) est commu- 
tative. Calculons done: 

e F oWo..od?(K®f$-fZ+ fl ). 
D'une part l'on a : 

e F od n f° = 6(n,a)a\ 

D'autre part Ton a : 

A L d n = n\/p\q\.d p ®d q 

p+q=n 

Ce qui montre que l'on a bien les relations attendues sur le module induit: 
M OyV0 C T(F a )/I yo ; il y a pour ce qui concerne T(F a ) d'autres relations 
interessantes induites par Tactions des operateurs invariants a gauche di , i e 
(1, ..,p) ; mais ces relations ne seront pas preservees en general par Taction 
des champs de vecteurs associes au sous module M om \ les relations preservees 
seront par definition et construction en particulier celles de M O;2/0 . 
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3.2 Sous bigebre enveloppante engendree par les champs 
de vecteurs sur C p . 

Construction des champs de vecteurs dans le cadre du module M O J/0 . 
Pour % G (1,2, soient: 

A' = E <X eM GF a ; 

meNP 

a proprement parler ou pour simplifier la lecture on doit ou Ton peut sup- 
poser, que les a % m sont nuls exceptes pour un nombre fini de valeurs m ; on 
dira que le champ de vecteurs est analytique , sur un ouvert O C C p si les 
series : 

a\z) = e <cc»*r 

meNP 

definissent des fonctions analytiques sur cet ouvert . 

Considerons l'application xa de la cogebre L dans les operateurs invariants 
a gauche reguliers sur F a definie par: xa(1 ) — id et 

x A{k){fn) — n i( X] a m-fn+m-i(l)) ■ 
meNP 

II est clair que ceci definit uniquement les operateurs invariants a gauche 
xa{U) sur F a et par constuction Xa{U) sur T(F a ) : 

XA, t = E E ^-E« +m " (1) 

neNp ie(i,..,p) "i 

Soit la bigebre U Xa (Al , cl ) C Invg(T(F a )), donnee par le theoreme 2.1 
dans le cas regulier; Ton a alors : 

Proposition 3.2 L'algebre U XA engendree dans End(T(F a )) par les operateurs 
invariants a gauche reguliers Xa{Ii) G U xa (A Lo ,€l ) preserve les relations 
du module induit M OjV0 : 

fp®fq = fp+q 

Demonstration. Calculons : 

XA{k){F p ®F q -f° p+q ) ; 
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parce que les operateurs xa{Ii) agissent par construction par derivation, la 
premiere partie de l'expression s' ecrit : 

Pi( E ^mfp+m^l)) ® fq+fp®Qi( E <4/£+m-i(l)) 5 
meNP meNP 

d'autre part la deuxieme partie s'ecrit : 

(Pi + 9i)(E a m- fp+q+m-i(l)) 
meNP 

Et ces deux expressions coincident bien modulo les relations du module in- 
duit; elles sont done preservees . 

Definition 3.1 Champs de vecteurs de composantes {A l ) ie ^ _ tP y C'est par 
definition la derivation D A obtenue par D A = X)ie(i,.., P ) Xa{U)- 

Definition 3.2 Bigebre enveloppante et son dual associes aux champs de 
vecteurs . 

Considerons la cogebre L somme directe des cogebres La = Lq, de dimension 
p+1, permettant de representer Paction des champs de vecteurs sur le module 
M 0iW par des operateurs invariants a gauche reguliers sur T(F a ); on definit 
ainsi une application lineaire: 

x = (£>a %a '■ L > Invg, r(F a ) , L = ® A L A , L A = L , 

et la bigebre U x (A L ,e L ) C Invg(T(F a )) admet done un coproduit et une 
counite bien dermis. De plus T(F a ) dont les seules relations bien etablies 
sont les relations polynomiales du module M om , joue done le role de dual 
pour de la bigebre engendree par les operateurs Da G U x . 

Theoreme 3.1 Soit la counite sur T(F a ); pour toute suite d' elements 
Da 1 - i F>a 2 , ■■, Da„ dans la bigebre U x (A l ,€l) agissant sur T(F a ) Von a , en 
particulier : 

ki ki k n 

Les sommations etant convergentes : 

\e F {D Al oD M ..oD An {fm < ^^^MM)MM)--MA n )-deg{(3) . 
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ou : 

deg(a) = J2 a i et rn(D A ) = sup J2\ a ln\- 

ie(i,.., P ) »e(i,..,p) m 

Si deg(j3) > deg(a) + n + 1 , alors I 'expression est nulle. 

Ce theoreme illustre en particulier l'interet de la construction de bigebres 
par la donnee d'une application lineaire d'une cogebre a valeurs dans les 
operateurs invariants a gauche sur une cogebre approchee , ce qui permet 
d'interpreter de fagon universelle la loie de composition dans une algebre en- 
veloppante en utilisant le coproduit dans le dual qui s'exprime en terme du 
coproduit dans la cogebre approchee. 
Demonstration. 

Calculous e F (D A (f^)) par construction 

D A fkl — X)ie(l,..,p) XA(k)fk2 = Si6(l,..,p)(^2)i- J2meNP a mfkl+m-i{l) " 

Remarquons que e F ((k 2 )i.a 1 m f^ +m _ i ^) est non nul seulement si 

le degre deg(k 2 ) < deg(ki) + 1 ou deg(k) = J2ie(i,..,p) k G iV p . 

Par simplicite introduisons la quantite suivante, associee a chaque champ de 

vecteurs D A : m(D A ) = sup i6(lj Em Kl • 

Alors on a les majorations suivantes pour e F (D A (f^)) : 

\e F {D A {f k k l))\ < deg{k 2 ).m{A) < (degfa) + l).m{A). 

Ainsi on obtient: 

e F (D Al o D M .. o D An (f%)) < ^^^MM).m{M)...m{^n).deg{(3) . 

L'expression est nulle si deg(j3) est superieure a deg(a) + n + 1. 

Theoreme 3.2 Soient deux champs de vecteurs analytiques A , B et D A , D B 
les derivations associees (def.3.1) ; considerons dans V algebre enveloppante 
etendue etteC : e L ° A = £„ eJV ^D^. Alors: 

a) e F (e tDA (f^)) existe, t e C pour \t\ < l/m(A) . 

b) Soient les champs de vecteurs A et B et les nombres m(A),m(B) alors: 

£p (e"- Dfl oe^©) 
existe pour : \ti\.m(A) + \t 2 \.m(B) < 1 



17 



Demonstration. 

Le terme generique de la serie ^ep^D^f^)) est done borne d'apres le th.3.1 
par (\t\) n .m(A) n et done pour \t\ < l/m(A) la serie est convergente. De 
meme ei?(e* 2 ' Ds o e tl ' DA (f^)) est obtenu par la somme double sur n & N et 
m G N dont le terme generique est d'apres le th.3.1 majore par : 

(t 2 .m(B)) n (hMA))" 1 | 

et cette somme double est egale a : 

J2(t2.m(B)+t 1 m(A)) p . 

Ce qui est convergent sous l'hypothese du thm.3.2 ; les proprietes de differentiabilite 

en ti, et t 2 deviennent alors evidentes sous les memes hypotheses. 

Remarque 

II faut noter la tres faible dependance en deg(fl) intervenant dans le theoreme 
3.1 . 



3.3 Interpretation : integration des champs de vecteurs 
sur C p . 

L'interpretation dans le cadre de bigebres en dualite est basee dans le cas 
de bigebres enveloppantes construites a partir de cogebres de type Leib- 
nitz sur les faits que Ton obtient des representations de T(F a ) et en par- 
ticulier du module induit M o yo a partir de coideaux a gauche minimaux de 
l'algebre enveloppante que Ton obtient dans notre cas par l'exponentielle 
d'une derivation : 
A L (e tDA ) = e tL>A ® e tL>A . 

De plus de maniere generale, ep est un morphisme de l'algebre tensorielle 
T(F a ) dans C . Soit f° G M om ; en rappelant que represente l'element 
dans A^ p : (0, .0, 1, 0..0) la valeur 1 etant situee a la ieme place et en notant 
f? = fi W e M o,vo on a : / n ° = (A)-.(/ 2 )" 2 ..(/ P )^. 

En utilisant les proprietes mentionnees on obtient: 

eF(e t -^(/ n )) = e F (e^(/f))"^e F (e*^(/|))^...e F (e*-^(/;))^. 
Notons 

y i (t) = e F (e t - D *(f?)) , pourie(l,..,p). 
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f tVi (t) = e F (e^ o D A (f?)) = e F (e^(E m <X)) ■ Et d'apres les re- 
marques ci-dessus, ceci nous donne: 

j t yi{t) =A i (y 1 (t),y 2 (t)..,y p (t)) , Vie 

y t (0) = Vie(l,..p). 
Plus generalement soit (x 1 , ..,x p ) G C p , en considerant les operateurs invari- 
ants a gauche elementaires, qui ont donne les derivations di commuttant en- 
tre elles, on construit e x%mdi et done l'on construit l'homomorphisme d'algebre 
e x\di Q e t.D A p our x dang un ouvert approprie l'on denote : 

VUQ = tF(e xi - di o e<^(/°)) = e F (e tD -* o e*'-*(tf)) 

ou Z?^ = e xKdi o _D A o e -x ' -di , et en choisissant t verifiant \t\.m(A x ) < 1 pour 
tout x dans l'ouvert considere , l'on obtient le theoreme suivant : 



Theoreme 3.3 Pour tout champ de vecteurs analytiques A pour tout x G O p 
un ouvert a adherence compacte de C p , il existe G O C C un voisinage de 
Vorigine dans C tel que pour t G O , et x G O p Von a : m{A x ).\t\ < 1 et les 
fonctions : 

Vi*{t) = e F (<?*oe U3 *{f?)) 

verifient: 

■^ViAt) = A l (y 1 , x (t),y 2 , x (t),..,y p , x (t)) , 



et 



Rappelons que pour tout champ de vecteurs analytiques sur C p , la quantite 
m(A) est donnee par ; 



m(A) = sup l°ml > 

»e(l,2,..,p) mgAfP 



ou la i-eme composante du champ est donnee pour z = (z±, .., z p ) G C p par : 

m&NP 
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Remarques : 

A) Les estimations ci-dessus sont des estimations generates valables pour tous 
les champs de vecteurs. Nous avons deja signale que dans ce cas nous avions 
peu d' informations sur le dual T(F a ) a l'exception de celles concernant le 
module induit . Mais s'il s'agit d'etudier un champ de vecteurs particulier la 
seule donnee de l'application lineaire xa de la cogebre de Leibnitz La de di- 
mension p + 1 ou 1 + 1 a valeurs dans les operateurs invariants a gauche sur la 
cogebre approchee F a , induit des relations sur T(F a ) dont Petude theorique 
est plus abordable. 

B) Remarquons que lorsqu'il existe un sous espace de dimension fini du 
module M Q invariant par la derivation Da definie par le champ de vecteurs, 
qu'alors l'integration sur la sous algebre engendree dans M Q par ce sous es- 
pace, est ramenee a une exponentielle d'un matrice de dimension finie et 
done ne presente pas de singularites a temps fini. Cette remarque met en 
evidence les differences et les liens dans le cadre de la dualite exposee en- 
tre les algebres de Lie de dimensions finies , et 1' algebre de Lie des champs 
de vecteurs que l'on peut inclure dans un meme cadre en introduisant les 
operateurs invariants a gauche (ou a droite ) sur une cogebre approchee 
et leurs actions sur T(F a ) definies par des applications convenables d'une 
cogebre L dans Invg(F a ) . La possibility de l'existence de singularites dans 
l'integration d'un champ de vecteurs est intrinsecte a la non existence dans 
le module d'un sous espace vectoriel de dimension fini, invariant par Paction 
de ce champ de vecteurs, comme le montrent des exemples elementaires en 
dimension 1 . 
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